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单变量微积分笔记29——反常积分和瑕积分

　　我们已经学习了有限区间上的积分，但对于无穷的情况和区间上有奇点

的情况仍无法理解。这就需要无穷积分和瑕积分来处理了，它们看起来十分

有趣。

增长和衰减速率
　　通过上一章的内容，我们已经可以做出一些总结，在洛必达法则中，如

果f(x) << g(x)且f,g > 0，那么当x→∞时，f(x)/g(x)→0；如果f(x) >> g(x)

且f,g > 0，那么当x→∞时，f(x)/g(x)→∞

反常积分
收敛和发散

　　反常积分是这样定义的：

 

　　从定义来看，也就是正常积分的上限N趋于∞。如果极限存在，它就是

收敛的，否则就是发散的。

　　积分表示面积，在收敛的情况下，面积是有限的，如下图所示，面积最

终将趋于定值：

　　在发散的情况下，面积是无限的，比如一条与x轴平行的直线。

计算反常积分

　　示例1：
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　　也可以采用一种更简短的写法：

　　示例2：

　　

　　在上限是∞的时候，1/x的积分是发散的。这似乎与直觉相反，虽然被

积函数f(x) = 1/x随着x的递增而减小，但它的衰减速度还不够“快”，它仍

然是发散的。

　　示例3：

　　

　　到这里就可以结束了，如果我们还想继续探索一下，就要看看P的取值

范围。首先p的值不能为1，当p < 1时，

　　当p > 1时，

 

　　对于该例来说，p < 1时是发散的，p > 1时时收敛的。

审敛法
　　我们通常对反常积分是发散还是收敛很感兴趣，然而计算极限往往令人

沮丧，幸而我们了解增长和衰减速率，将被积函数替换成更快或更慢的函

数，以此判断反常积分的收敛性，这种方法就是审敛法。

　　审敛法大概是这样描述的：

　　当x→∞且f,g ≥0时，

1. 如果f(x) ∽ g(x)，即f(x)/g(x)→1，则

随笔分类
(211)

★★资源下载★★(1)
Java并发编程(1)
程序员的数学(24)
单变量微积分(31)
多变量微积分(24)
概率(24)
机器学习(27)
软件设计(1)
数据分析(6)
数据结构与算法(27)
随笔(5)
线性代数(34)
项目管理(2)
转载(4)

随笔档案
(205)

2021年2月(1)
2020年3月(2)
2020年2月(6)
2020年1月(4)
2019年12月(7)
2019年11月(15)
2019年9月(3)
2019年8月(6)
2019年7月(1)
2019年6月(8)
2019年5月(3)
2019年4月(5)
2019年3月(7)
2019年2月(3)
2019年1月(7)
更多

阅读排行榜

1. 使用Apriori进行关联分析（一）(2976
8)
2. 线性代数笔记12——列空间和零空间
(28772)
3. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(24430)
4. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(23099)
5. 多变量微积分笔记3——二元函数的极
值(22772)

评论排行榜

1. 隐马尔可夫模型（一）(8)
2. 线性代数笔记12——列空间和零空间
(7)
3. 线性代数笔记3——向量2（点积）(7)
4. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(5)
5. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(4)

推荐排行榜

1. 寻找“最好”（2）——欧拉-拉格朗
日方程(7)
2. FP-growth算法发现频繁项集（一）
——构建FP树(7)
3. 线性代数笔记3——向量2（点积）(6)
4. FP-growth算法发现频繁项集（二）
——发现频繁项集(5)
5. 隐马尔可夫模型（一）(5)

最新评论

1. Re:线性代数笔记3——向量2（点积）
如果点积小于0，即夹角小于90°，这个写
错了吧。应该是夹角大于90°

--猫猫猫猫猫大人

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1595424.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1534382.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1279766.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1060304.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1142620.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1103193.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1038643.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1078397.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1579809.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1049520.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1038642.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1093624.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1043371.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/category/1102054.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2021/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/03.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2020/01.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/12.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/11.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/09.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/08.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/07.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/06.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/05.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/04.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/03.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/02.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/archive/2019/01.html
javascript:void(0)
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7405555.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9591191.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8319082.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7230668.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9591191.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9519387.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7478698.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7491405.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7230668.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8079386.html


2022/3/11 17:50 单变量微积分笔记29——反常积分和瑕积分 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8000196.html 3/10

2. 如果g(x) >> f(x)且 是收敛的，则 也是收敛的

3. 如果g(x) << f(x)且 是发散的，则 也是发散的

示例1

　　判断   的收敛性

　　如果求解原函数，就需要动用三角替换，经过一些列转换后再求解极

限，可能还要使用洛必达法则……现在尝试使用审敛法判断。

 

　　所以答案是发散的。

　　这里需要注意的是，相似的反常积分的下限是1。这么做有两点原因，

第一点当然是分母不能为0；第二点是，当上限为∞是，下限不构成影响结

果的主要因素。在反常积分中，我们关注的是趋于∞的尾端。将下限写为1

仅仅是便于理解和书写，实际上可以写成大于0的任意数。

示例2

　　判断  的收敛性

　　结果是收敛的。

示例3

　　判断 的收敛性 

　　结果是收敛的，其中用到的衰减率是 1 ≤ x ≤ x2，- x2 ≤ -x

瑕积分
定积分的奇点

　　

　　这很简单，

 

　　这个答案对吗？

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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　　我们熟知1/x2的图像，积分表示面积，那么它不可能是负数，一定是哪

个环节出现了问题。

　　如果只计算x ≥ 0时的面积：

　　这个结果是无意义的，对1/x2在[0,1]上积分没有任何意义。换个角度

看这个问题，假设积分下限是是一个无限接近0的数值，结果趋近于∞，这

个积分是发散的。

　　在这个例子中，将0称为积分的奇点，对于不同的积分来说，奇点也不

同。积分在奇点上是无意义的。

　　结论是，如果我们这计算时不注意积分的奇点，很容易导致计算错误。

看来在今后的积分运算中又多了一条注意事项。

瑕积分的定义

　　将存在奇点的积分称为瑕积分，用数学符号表示就是：

　　需要注意的是a是从右侧接近0，这实际上和处理无穷的思路是一样

的。

　　 就是一个典型的瑕积分，奇点是0，结果是∞。

收敛和发散

　　与反常积分一样，我们关注的是瑕积分在奇点的收敛性。

　　当x→0+时：

 

　　当x→+∞时：
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　　这里用红色的被积函数表示发散，绿色表示收敛，很容易对其进行计

算。

　　可以通过图像直观地了解一下：
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示例

　　判断 的收敛性

　　看起来很简单，

　　当x→∞时，1/x2的积分是收敛的，所有结论是收敛。

　　真相确实如此吗？1/(x – 3)2的图像如下：
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　　看起来没那么简单了，答案应该是发散才对。问题的原因就在于积分存

在奇点，就是x = 3。一个简单的判定奇点判定法是当x = 3时被积函数没有

意义。

 

　　等式右侧的第一个积分跨越了奇点，在奇点一节中提到过：积分在奇点

上是无意义的，如果一个积分跨越了奇点，那么这个积分就是发散的。所以

最后答案是发散。

综合示例
 

示例1

　　判断积分的收敛性

　　其结果是在-1和1之间波动，所以题目积分是不可积的。

　　更简单的方法是在0和∞之间，cosx的图像是来回摆动的，并未趋近于

某个值，可以直接得出不可积的结论。

示例2

　　判断积分的收敛性

　　积分的奇点是0，需要判断这奇点上是否是收敛的。

　　先用分部积分求解，
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　　极限是0·∞型，需要对其进行转换以便使用洛必达法则，

　　题目积分在奇点收敛于0，最终收敛于-4。

示例3

　　判断积分的收敛性

　　积分的奇点是0，积分跨越了奇点，需要分成两半：

　　题目积分在奇点收敛于0，最终收敛于6。

示例4

　　曲线f(x) = 1/x绕x轴旋转，求x在[1, ∞)上形成图形的表面积和体积。

 

　　上面的计算通过弧长计算表面积（弧长和表面积可参见数学笔记25

——弧长和曲面面积），再利用审敛法求反常积分。这看起来没什么问

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7908854.html
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题，但是有些繁琐。由于我们已经知道1/x在x→∞上是发散的，所以可以直

接判断表面积也发散。 

　　根据圆盘法（圆盘法可参见数学笔记17——定积分的应用2（体积））

求计算体积： 
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